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以细观力学法确定γ- TiAl基 PST晶体宏观屈服准则
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摘　要　基于γ- TiAl基 PST晶体的微结构及滑移系和形变孪晶的空间晶体学位向分布的变形机制 ,提出分析

PST晶体宏观屈服准则的细观力学解析模型。从γ- TiAl基 PST晶体微结构复合材料代表单元的应力和应变场出

发 ,对双轴载荷下 PST晶体微观结构的宏观屈服面进行数值模拟 ,结合塑性理论中 Hill屈服准则 ,得到γ- TiAl基

PST晶体的宏观屈服准则方程。结果表明 : PST晶体屈服应力σy 和外载轴与片层微结构界面之间的夹角θ存在

强烈依赖关系 ; PST晶体在拉伸和压缩时屈服应力差别很小。
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Applying micromechanical method to characterize the yield

criterion for polysynthetically twinning crystals of TiAl

Su J ilong
(Mechanical and Electronic Engineering College , Fujian Agriculture and Forestry University , Fuzhou 350002 , China)

Abstract 　An analytical micromechanical method was propos ed to investigate the yield criterion for a PST crystal bas ed

on lamellar micros tructure and dislocation slip and twinning deformation mechanisms of polysynthetically twinned ( PST)

crys tal. The emphasis was put upon simulating the yield s urface ofγ2TiAl bas ed PST crystal under biaxial loading on

the basis of calculating s tres s and strain of lamellar micros tructure of PST. With the Hill theory , the yield criterion func2
tion ofγ2TiAl bas ed PST crystal was obtained. The res ults demonstrated that yielding stres s of PST crystal dep ends

s trongly on loading angle between micros tructure boundaries and differs only slightly with tension and compression ap2
plied loading conditions .
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　　近年来 ,两相 (γ- TiAl +α2 - Ti3Al)γ- TiAl基合

金因其独特的微结构形式和良好的高温结构强度 ,

成为倍受关注的高温结构材料[1- 3 ]。弹、塑性性能

以及变形、断裂和韧化机制一直是γ- TiAl基合金力

学性能的研究重点 ,而γ- TiAl基合金的室温塑性一

般较差 ,因此对其塑性机理的研究是目前重要的研

究课题。γ- TiAl 基多孪晶片层晶体 (polysynthet2
ically twinned crystal ,常称为 PST晶体)作为一种理

想的片层结构模拟材料和γ- TiAl 基合金的重要组

分 ,在γ- TiAl基合金力学性能的细观力学研究中起

着关键作用。PST晶体由排列方向相同的γ相和

α2相片层结构组成 (图 1) 。由于γ相和α2相中存在

大量影响γ- TiAl基合金屈服应力、位向不同的滑移

系和孪晶 ,所以 PST晶体的屈服应力具有明显的各

向异性。Fujiwara 等[4 ]用实验的方法确定了 PST

晶体屈服应力的这一特点。Kad、Asaro 等 [5- 6 ]及

Brockman等[7 ]用有限元方法结合位错理论分析了

PST晶体的屈服和变形 ; Schlogl和 Fischer [8- 9 ]运用

有限元方法并结合细观力学方法给出了 PST晶体

屈服曲线的模拟结果。但这些研究都是基于实验观

察和有限元数值方法对 PST晶体在单轴外载作用

下屈服特性的分析 ,没有从 PST晶体中γ相和α2相

中滑移系启动的角度进行屈服应力微观机理上的解

析分析 ,另外 ,对于 PST晶体在双轴加载下的屈服
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强度实验和解析数值模拟均未见报道。本文中将

PST晶体微结构中的γ相和α2 相分别视为复合材

料的基体相和夹杂相 ,在已有单轴加载屈服特性研

究的基础上 ,从细观力学和位错滑移启动的角度 ,系

统地分析和计算 PST晶体在双轴外载作用下的屈

服应力 ,构造 PST晶体的宏观强度域 ,进而求其宏

观屈服准则 ,拟为深入研究和预测γ- TiAl基多晶体

的塑性变形行为和强度问题提供一种可选择的

方法。

1　PST晶体微结构及其细观力学三维分析

模型

　　PST晶体的层状 (板条)组织结构 (图 1)由 TiAl

(γ相)和 Ti3Al (α2相)片层组织构成 ,其中嵌入的α2

相板条的体积为晶体体积的 5 %～10 %。γ相具有

四方的 L10 型有序结构 , Ti原子和 Al原子沿 [ 001 ]

方向在相邻的 (001)面上相间分层排列 ,近似为立方

结构 ;而α2相具有 D019型的六方有序结构
[1- 2 ]。

图 1　PST晶体微结构分析模型

Fig. 1　Model of PST crystal microstructure

片层组织中的γ相之间有 6种晶体学关系的有

序畴变体 ,各相邻γ片层中有序畴变体间的取向关

系为绕片层界面法向 ,即γ相的[ 111 ]方向分别旋转

n·60°( n = 0 ,1 ,2 ,⋯,5) ,将这 6种有序畴变体分别

标记为γ1、γ2、γ3、γ4、γ5、γ6。PST晶体中α2 相与γ相

的关系是 : (111)γ∥{0001}α
2
和〈11

-

0〉γ∥〈112
-

0〉α
2
。

将整个 PST晶体视为复合材料 ,γ相为基体相 ,α2

相为夹杂相。为确定γ相和α2 相三维空间各滑移

系和形变孪晶的分切应力 ,必须建立宏观外载与基

体相和夹杂相中的应力和应变场。所建立的宏观整

体坐标系和片层结构局部坐标系见图 1 和 2 ,其中

x 1、x 2、x 3为整体坐标系 , x′1、x′2、x′3 为 PST晶体局

部坐标系 ,即晶体的主轴坐标系。

进行细观力学分析计算时 ,首先要确定基体相

和夹杂相的弹性模量。对γ- TiAl 基合金弹性常数

的计算目前已有很多 ,各结果有些差异 ,本文中使用

Yoo等[10- 11 ]的计算结果。

下面运用细观力学的 Mori2Tanaka 平均场理

论 ,计算 PST晶体中基体相 (γ相)和夹杂相 (α2 相)

的平均应力和平均应变。对于 PST单晶体中含量

较少的α2 相片层结构 ,可以近似地认为是钱币型夹

杂。通过一系列运算 (限于篇幅 ,类似的推导过

程[12- 13 ]在此省略) ,可以确定基体相和夹杂相中的

平均应力张量 ,分别为 :

σm =
1

1 - f
( M m - M I)

- 1 ( M - M I)Σ= PmΣ(1)

σI =
1
f

( M I - M m) - 1 ( M - M m)Σ= P IΣ (2)

式中 :下标 m , I 分别表示基体相和夹杂相 ; M 为

PST晶体整体柔度张量 ;Σ为外载荷 ; Pm 和 P I 分

别为基体项和夹杂相的应力集中张量 ,

Pm = [ P1　P2　P3　P4　P5　P6 ]

P1 =
M I ,11 + M I ,12

(1 - f ) ( M I ,11 + M I ,12) + f ( M m ,11 + M m ,12)

P2 =
f ( M I ,13 - M m ,13)

(1 - f ) ( M I ,11 + M I ,12) + f ( M m ,11 + M m ,12)

P3 = 0

P4 = P5 = 1

P6 =
M I ,11 - M I ,12

(1 - f ) ( M I ,11 - M I ,12) + f ( M m ,11 - M m ,12)

其中 f 为α2相与 PST晶体的体积比 , %。同时 ,基

体中的平均应变张量

εm = C - 1
m σm (3)

式中 : C - 1
m 为基体相的柔度张量 ,式 (2)中的 P I 表

达式类似 Pm 可求。这样 ,对于 PST 晶体 ,可计算

在任何外载荷Σ作用下 ,其基体相和夹杂相中的平

均应力 ,进而进行屈服强度分析。

γ- TiAl基 PST晶体γ相中的滑移系和孪晶均

在立方单胞的 1 个正四面体中 ,滑移面分别为

(111) 、(1
-

11) 、( 11
-

1) 、( 111
-

) 。根据现有的研究结

果 ,γ- TiAl 基合金中γ相的滑移和形变孪晶是

PST晶体中的主要变形模式[1 ,8 ] ;另外 ,由于α2 相

具有基面、柱面和锥面上的滑移系 ,在外载作用下

α2相对塑性变形有重要贡献。本文中综合考虑γ

相和α2 相中的变形机制对 PST晶体屈服应力的影

响 , 基面由于其临界分切应力 (CRSS)较大 ,平行片
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层平面内的滑移往往被γ相中变形机制所取

代[7 ,14 ] ,所以不考虑其开动。计算时 , PST 晶体中

孪晶与普通 (超)位错、柱面与孪晶、锥面与柱面之间

的临界分切应力的比例关系 ,根据已有数值和实验

结果确定为 k∶e∶z = 1∶3∶18 [5- 6 ,15 ]。

如图 1 和图 2 (a)所示 ,在整体坐标系 x 1、x 2、

x 3中 ,令双轴拉伸外载Σ22和Σ33沿 x 2和 x 3轴向 ,

则其应力状态表示为 :Σ = { 0 Σ22Σ33 0 0 0} T。在

加载过程中可定义一加载路径ρ,ρ=Σ33/Σ22 ,即由

不同的加载路径ρ模拟不同的加载方式。在主轴

坐标系下双轴外载荷表示为 :

Σ′= { 0　A 　B 　C　0　0} T (4)

式中 : A =Σ22 (cos2θ+ρsin2θ) , B =Σ22 (ρcos2θ+

sin2θ) , C =Σ22 (ρ- 1) cosθsinθ,θ为外载Σ22与

x′2轴夹角 ,称为加载角。下面在晶体的主轴坐标系

下进行计算。

图 2　PST晶体双轴加载分析模型

Fig. 2　Model of PST crystal under biaxial loading

由于γ相存在微结构 ,本文中以各微结构畴变

体应变相等 (等应变)为分析前提计算分配各有序畴

变体上的应力。对于等应变情况 ,各有序畴变体上

的应变张量为εm ,应力张量则为σγ
i
= Cγ

i
εm。式中

Cγ
i
为畴变体γi 的刚度张量。每个滑移系用滑移面

的法向单位向量 n和滑移方向单位向量 b来表示。

由 Schmid定律 ,对于任一应力状态 ,如果在某一特

定的滑移系 s 上的分解剪切应力τs 达到临界分切

应力τcr时 ,那么晶体将在此滑移系上产生滑移变形

(即宏观屈服) 。如果应力状态用张量σij表示 ,则

Schmid定律可表示为 :

ms , ijσij ≤τcr (5)

式中 : ms , ij为滑移系 s 上的广义 Schmid 因子 ,

ms , ij = ( bs , i ns , j + bs , j ns , i ) / 2 ;等号对开动滑移系成

立 ,不等号对其他滑移系成立。

至此 ,可对任意γi畴变体中的任意滑移系或孪

晶及α2相中柱面和锥面滑移系分别计算分切应力

τ。令分切应力达到各自变形机制相应的临界分切

应力τcr ,即τ=τcr ,位错将开始移动 ,这样就可反解

出外载Σ22及Σ33。令屈服应力比值ρσ=Σ22/σy ,σy

为拉伸屈服应力 (σy = 3τcr) ,从而得到ρσ随外载方

向与片层界面间夹角θ的变化关系。

2　PST晶体在双轴外载作用下的屈服面及

宏观屈服准则

　　为进一步证明单轴加载时 PST晶体屈服应力

具有明显的各向异性 [1- 4 ] ,同时基于尚未见有关

PST晶体双轴加载实验报道的考虑 ,对 PST晶体双

轴加载实验进行模拟。

计算模型的思想是 :通过改变加载方式ρ得到

不同的双轴外载组合 ,相当于实验中测量材料强度

时的不同加载路径 ,对每一种加载方式ρ,先计算γ

相和α2相的平均应力张量σm和σI ,再计算 6 种γ

畴变体中所有的滑移系及α2 相柱面和锥面上的分

切应力 ,运用分切应力的 Schmid定律 ,反解出不同

双轴加载情况下 PST晶体的屈服应力。

本文中对 2个双轴加载方向 ,即θ= 0°和 45°分

别施加相互垂直的双轴外载Σ22和Σ33 ,得到这 2种

角度下 PST晶体的屈服面 (图 3) 。

σy ,0为 PST晶体平行片层方向单轴加载时的屈服应力

图 3　双轴加载下 PST晶体的屈服面

Fig. 3　Yield surface of PST crystal under biaxial loading

从图 3可以得出结论 : PST晶体的屈服应力与

双轴加载时的加载角θ有关 ,即与 PST晶体单轴加

载时情况一样 ,屈服应力表现出明显的各向异

87
　

中 国 农 业 大 学 学 报 2005年 第 10卷



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

性[13 ]。同时 ,由图 3 可以看到 :θ分别为 0°和 45°

时 ,σy ,0 >σy ,45 ;另外 ,从双轴加载屈服面曲线也可

推断单轴加载情况 :对于θ= 0°,Σ22方向 (对应单轴

加载的θ= 0°)拉伸和压缩屈服应力几乎相同 ,而在

Σ33方向 (对应单轴加载的θ= 90°) 拉伸和压缩屈服

应力有差别 ,压缩时屈服应力比拉伸时稍大 ,但总的

来说差别很小 , 这与文献报道的实验结果一

致[8 ,15 ]。

下面讨论 PST晶体在θ= 0°,双轴加载时的近

似屈服准则。Hill[16 ]提出 ,正交各向异性材料的屈

服准则可表示为

< = ( G + H)σ2
11 + ( H + F)σ2

22 + ( F + G)σ2
33 -

2 Hσ11σ22 - 2 Fσ22σ33 - 2 Gσ33σ11 +

2 Lσ2
23 + 2 Mσ2

31 + 2 Nσ2
12 = 1 (6)

式中 :σij为宏观外载在主轴坐标系中的分量 ; <中的

各待定参数分别为

2 H = 1/σ2
x

1
+ 1/σ2

x
2

- 1/σ2
x

3

2 G = 1/σ2
x

3
+ 1/σ2

x
1

- 1/σ2
x

2

2 F = 1/σ2
x

2
+ 1/σ2

x
3

- 1/σ2
x

1

2 L = 1/τ2
x

1
,2 M = 1/τ2

x
2

,2 N = 1/τ2
x

3
(7)

式中 :σx
1
、σx

2
、σx

3
分别为各向异性材料 3 个主方向

单向加载屈服应力 ;τx1
、τx2
、τx3
分别为垂直 3 个主

方向面内的剪切屈服应力。对本文中所讨论的平面

(Σ22 - Σ33)内加载情况 , Hill屈服准则可表示为

< = ( H + F)σ2
22 + ( F + G)σ2

33 -

2 Fσ22σ33 + 2 Lσ2
23 = 1 (8)

利用图 3 ,考虑到它是用σy ,0归一化后的结果 ,按照

实验结果取σy ,0 = 300 MPa。由此可得到 PST晶体

3个主方向应力 ,分别为 :σx1
= 303 MPa ,σx2

= 300

MPa ,σx
3

= 420 MPa。结合参数公式 (7) ,可得到各

待定参数 :

H = 81203×10 - 6 MPa - 2

G = 21761×10 - 6 MPa - 2

F = 21907×10 - 6 MPa - 2

而参数 L 对应的应力状态是 :σ23 ≠0 ,σ11 =σ22 =

σ33 =σ31 =σ12 = 0 ,即Σ22 =σ23 ,Σ33 = -σ23 ,也就是

对应θ= 45°的纯剪切应力状态。由图 3 中θ= 45°

屈服面对应的计算结果 ,ρ= - 1 时Σ22 = - Σ33 =

65 MPa ,故有 2 L = 21367 ×10 - 4 MPa - 2 ;因此 , PST

晶体在θ= 0°方向上双轴加载时的宏观屈服准则可

表示为 :

111110×10 - 6Σ2
22 + 51668×10 - 6Σ2

33 -

51814×10 - 6Σ22Σ33 + 21367×10 - 4Σ2
23 = 1 (9)

最终 ,通过整体宏观和主轴坐标系之间的转换 ,可以

得到在双轴外载 (ρ=Σ33/Σ22)作用下对应任意加

载角θ时 PST晶体的近似屈服面 :

Σ2
22 [351152 + 591341 ]ρ(01592ρ- 1) + 21721 (1 -

ρ2) cos 2θ- 261763 (ρ- 1) 2cos 4θ] = 106 (MPa)

(10)

图 3中给出直接由近似屈服面方程式 (10)确定的

PST晶体双轴加载 (θ= 0°)宏观屈服面 ,并与用细观

力学方法模拟结果进行了比较 ,两者吻合较好。

3　结　论

1)将γ- TiAl基 PST晶体微结构中的γ相和α2

相分别视为复合材料的基体相和夹杂相 ,从细观力

学和位错滑移启动的角度系统地分析和计算了

PST晶体在双轴载荷作用下的屈服应力 ,构造了

PST晶体的宏观强度域 ,进而拟合得到其宏观屈服

准则 ;

2) PST晶体在双轴载荷作用下的屈服应力与

加载轴的角度θ有关 ,即表现出明显的屈服应力各

向异性 ;

3) PST晶体在双轴载荷作用下各加载角θ所

对应的屈服面近似方程可表示为 :

Σ2
22 [351152 + 591341ρ(01592ρ- 1) + 21721 (1 -

ρ2) cos 2θ- 261763 (ρ- 1) 2cos 4θ] = 106 (MPa)

4) PST晶体在拉伸和压缩时屈服应力有些差

别 ,但总的来说差别很小。
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