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摘　要　为了分析线接触共轭齿面的诱导短程挠率, 并清楚地诠释有关公式及计算推导的过程, 运用微分几

何、向量代数、线性代数等数学工具, 寻找了一种计算诱导短程挠率的方法。推导过程中利用齿面主曲率、主

方向可以使计算过程简化, 得出的公式形式简明。
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Abstract　A calcu la t ing m ethod fo r f ind ing the induced geodesic2to rsion w as developed by

u sing differen t ia l geom etry and o ther m athem atics too ls. D u ring the developm en t, the

concep ts of p rincipal cu rvatu re and p rincipal d irect ion w ere u sed by w h ich the calcu la t ion

cou ld be simp lif ied.
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在齿轮啮合理论中, 计算诱导主曲率具有重要意义, 然而诱导主曲率的计算离不开对共轭

曲面诱导短程挠率的分析。文献中现有的诱导短程挠率的计算公式多是由诱导法曲率公式求

导得出的[1, 2 ] , 但由于问题的复杂性, 公式中各量与 Χ角 (欲求诱导短程挠率方向与两齿面公切

面上任意固定方向的夹角)的关系不易说明, 因而求导过程说不清楚, 不易为读者接受。寻求一

种不必求导的诱导短程挠率计算法, 具有现实意义。

1　诱导短程挠率计算公式的推导

根据微分几何[2 ]

dn
ds

= - k nΑ- Σg (n×Α) (1)

其中: n 为曲面在某点的单位法矢量; Α为曲面在同一点的单位切矢量; s 为曲面上以 Α为切方

向的法截线的弧长参数; k n 为曲面沿 Α方向的法曲率; Σg 为曲面沿 Α方向的短程挠率; 式 (1)

两边点乘 (Α×n ) , 解出 Σg 得到

Σg= (Α×n )õdn
ds

(2)



建立坐标系 Ρ1 和 Ρ2 分别与齿轮 1 和 2 相固连, 对于两共轭齿面 2 1 和 2 2 式 (2)写作

Σ1g= (Α×n )õd1n
ds1

Σ2g= (Α×n )õd2n
ds2

其中: Σig为共轭曲面沿 Α方向的短程挠率, i= 1, 2;
d in
dsi

为共轭曲面单位公法矢量在第 i 个坐标

系中对相应弧长参数的导数。

设齿面 2 1 的方程在坐标系 Ρ1 中为

r1= r1 (u , Η)

其中: r1 为坐标系 Ρ1 的原点到齿面 2 1 上任意一点的矢径; u , Η为齿面 2 1 的齿面参数。

取齿轮 1 的角速度矢量的模ûΞ1û = 1 radõs- 1, 转角 Υ= t, t 为时间, dΥ= d t, 根据相对微分

的法则

d2n= dn - Ξ2×ndΥ= d1n+ Ξ1×ndΥ- Ξ2×ndΥ= d1n+ Ξ12×ndΥ
所以

d2n
ds2

=
d1n
ds2

+ Ξ12×n
dΥ
ds2

= n u
du
ds2

+ nΗ
dΗ
ds2

+ Ξ12×n
dΥ
ds2

其中: Ξ2 为齿轮 2 的角速度矢量, radõs- 1; Ξ12为齿轮 1, 2 的相对角速度矢量, Ξ12 = Ξ1 - Ξ2;

nu=
dn
du

; nΗ=
dn
dΗ。根据诱导短程挠率的定义有

Σ12g= Σ1g- Σ2g= (Α×n )õ d1n
ds1

-
d2n
ds2

= (Α×n )õ nu
du
ds1

+ n Η
dΗ
ds1

- nu
du
ds2

- nΗ
dΗ
ds2

-

Ξ12×n
dΥ
ds2

= (Α×n )õ nu
du
ds1

-
du
ds2

+ nΗ
dΗ
ds1

-
dΗ
ds2

- (ΑõΞ12) dΥ
ds2

(3)

作为齿面 2 1 的单位切矢量

Α=
d1 r1

ds1
= r1u

du
ds1

+ r1Η
dΗ
ds1

(4)

其中: r1u=
d r1

du
, r1Η=

d r1

dΗ。式 (4)两边分别点乘 r1u , r1Η, 得到联立方程组

E
du
ds1

+ F
dΗ
ds1

= r1uõΑ

F
du
ds1

+ G
dΗ
ds1

= r1ΗõΑ
(5)

其中: E , F , G 为齿面 2 1 的第一类基本量[3 ] , E = r1uõr1u , F = r1uõr1Η, G = r1Ηõr1Η。由式 (5) 得到关

于du
ds1

,
dΗ
ds1

的二元一次方程组, 此方程组的系数行列式为
E F

F G
= EG - F

2= D
2。对于齿面 2 1

的正常点,D
2= ( ru×rΗ) 2> 0, 这时可以解出

du
ds1

=
1

D 2 (G r1u- F r1Η)õΑ (6)

dΗ
ds1

= -
1

D 2 (F r1u- E r1Η)õΑ (7)
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由相对微导关系

d2 r2

ds2
=

d1 r1

ds2
+ v12

dΥ
ds2

其中: v12为两齿面在接触点的相对速度。而且

d2 r2

ds2
=

d1 r1

ds1
= Α

所以

r1u
du
ds2

+ r1Η
dΗ
ds2

+ v12
dΥ
ds2

= Α (8)

式 (8)两端分别点乘 r1u , r1Η得到

E
du
ds2

+ F
dΗ
ds2

+ r1uõv12
dΥ
ds2

= r1uõΑ (9)

F
du
ds2

+ G
dΗ
ds2

+ r1Ηõv12
dΥ
ds2

= r1ΗõΑ (10)

考虑啮合函数 5 (u , Η, Υ) = nõv12= 0 的全微分, d5 = 0, 即

5 u
du
ds2

+ 5 Η
dΗ
ds2

+ 5 Υ
dΥ
ds2

= 0 (11)

联立式 (9) , (10) , (11) , 得到关于du
ds2

,
dΗ
ds2

和dΥ
ds2

的线性方程组, 其系数行列式为

E F r1uõv12

F G r1Ηõv12

5 u 5 Η 5 Υ

= D
2Ω (12)

其中: Ω为齿面偶[2 1, 2 2 ]的一界函数, Ω= Nõv12+ 5 Υ, 式中

N =
1

D 2

r1u r1Η 0

E F 5 u

F G 5 Η

对于齿面上的啮合点, 如果不是二类界点, 也不是一界共轭点, 即 Ω≠0, 那么式 (12) 中的三阶

行列式不为 0, 则由三元一次方程组 (9) , (10) , (11)可以解得

du
ds2

=
1

D 2Ω[ (G5 Υ- 5 Ηr1Ηõv12) r1u- (F 5 Υ- 5 Ηr1uõv12) r1Η]õΑ (13)

dΗ
ds2

= -
1

D 2Ω[ (F (5 Υ- 5 u r1Ηõv12) r1u- (E 5 Υ- 5 u r1uõv12) r1Η]õΑ (14)

dΥ
ds2

=
ΑõN

Ω (15)

由式 (6) , (7) , (13)和 (14)得

du
ds1

-
du
ds2

=
1

D 2ΩΑõ{[G (Nõv12) + 5 Η( r1Ηõv12) ] r1u- [F (Nõv12) + 5 Η( r1uõv12) ] r1Η} (16)

dΗ
ds1

-
dΗ
ds2

=
1

D 2ΩΑõ{[E (Nõv12) + 5 u ( r1uõv12) ] r1Η- [F (Nõv12) + 5 u ( r1Ηõv12) ] r1u} (17)

记A u= (Α×n )õnu ,A Η= (Α×n )õn Η, 同时将式 (15) , (16) 和 (17) 代入式 (3) , 得到诱导短程挠率

的计算式
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Σ12g=
1

D 2ΩΑõ{[ (GA u- FA Η) (Nõv12) + (5 ΗA u- 5 uA Η) ( r1Ηõv12) ] r1u+

[ (EA Η- FA u) (Nõv12) + (5 uA Η- 5 ΗA u) ( r1uõv12) ] r1Η}-
1
Ω (ΑõΞ12) (ΑõN ) (18)

令

M =

r1u r1Η 0

FA u- EA Η GA u- FA Η 5 uA Η- 5 ΗA u

r1uõv12 r1Ηõv12 Nõv12

(19)

则式 (18)可以写成

Σ12g=
1
Ω

ΑõM
D 2 - (ΑõΞ12) (ΑõN ) (20)

式 (20)即为两线接触共轭曲面在公切面上任意公切方向诱导短程挠率的计算式。由推导过程

可知, 式 (20)是齿面线接触情况下计算共轭曲面诱导短程挠率的普遍公式。

2　利用曲率线网化简诱导短程挠率计算式

齿面 2 1 上取曲率线网, g 1, g 2 为 2 个主方向的单位矢量, 则

Α= co sΧg 1+ sinΧg 2 (21)

其中: Χ为 Α与第一主方向 g 1 的夹角。于是有

F = 0 (22)

D
2= EG (23)

n= g 1×g 2 (24)

r1u= E g 1 (25)

r1Η= G g 2 (26)

nu= - k 1 E g 1 (27)

nΗ= - k 2 G g 2 (28)

其中 k 1 和 k 2 为齿面 2 1 的 2 个主曲率。所以

A u= (Α×n )õn u= - k 1 E sinΧ (29)

A Η= (Α×n )õnΗ= k 2 G co sΧ (30)

将式 (21) , (25) , (26)代入式 (6)和 (7)得

du
ds1

=
1

D 2 Αõ (G r1u- F r1Η) =
co sΧ

E
(31)

dΗ
ds1

= -
1

D 2 Αõ (F r1u- E r1Η) =
sinΧ

G
(32)

而且

r1uõv 12= E (v12õg 1) (33)

r1Ηõv12= G (v12õg 2) (34)

此时
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N = Κg 1+ Λg 2 (35)

其中:
Κ= k 1 (v12õg 1) + Ξ12õg 2 (36)

Λ= k 2 (v12õg 2) - Ξ12õg 1 (37)

所以
Nõv12= Κ(v12õg 1) + Λ(v13õg 2) (38)

5 u= - r1uõN = - Κ E (39)

5 Η= - r1ΗõN = - Λ G (40)

将 (21)～ (40)诸式代入式 (19) , 经整理化简, 得

M = D
2 (v12õ (k 2co sΧg 2- k 1 sinΧg 1) ]N (41)

将式 (41)及 Α的表达式 (22)代入式 (20) , 并利用 Κ和 Λ的表达式 (36)和 (37)化简得

Σ12g=
ΑõN

Ω [v12õ (k 2co sΧg 2- k 1 sinΧg 1) - ΑõΞ12 ]=
ΑõN

Ω (Λco sΧ- ΚsinΧ) (42)

利用向量点积, 式 (42)可以写成

Σ12g=
ΑõN

Ω (co sΧg 1+ sinΧg 2)õ (Λg 1- Κg 2) = -
ΑõN

Ω Αõ (Κg 2- Λg 1) =

-
ΑõN

Ω Αõ{Κ[ (g 1õg 1) g 2- (g 2õg 1) g 1 ]+ Λ[ (g 1õg 2) g 2- (g 2õg 2) g 1 ]} (43)

逆用向量二重叉积公式[4 ] , 并注意到式 (24)和 (35)的关系, 式 (43)可以写为

Σ12g= -
ΑõN

Ω Αõ[Κ(g 1×g 2)×g 1+ Λ(g 1×g 2)×g 2 ]=
ΑõN

Ω Αõ[ (Κg 1+ Λg 2)×n ]

即

Σ12g=
1
Ω (ΑõN ) (Α,N , n ) (44)

式 (44)与式 (20)、(42)没有本质的差别, 只是数学形式对称、优美, 且与诱导法曲率计算公

式相似, 便于记忆。在实际计算时, 若能够方便地求得齿面 2 1 的主曲率和主方向, 再应用式

(42)编制程序, 计算线接触诱导短程挠率将会比较简便。

3　结束语

运用微分几何、向量代数、线性代数等数学工具, 推导的诱导短程挠率计算公式为

Σ12g=
1
Ω (ΑõN ) (Α,N , n ) =

1
Ω

ΑõM
D 2 - (ΑõΞ12) (ΑõN ) =

ΑõN
Ω (Λco sΧ- ΚsinΧ)

推导过程中不仅没有对诱导法曲率求导, 而且无需首先知道诱导法曲率, 因而思路清晰, 易于

接受。齿轮副有关参数给定之后, 只要按此公式编程计算, 就能求出线接触共轭齿面任意公切

方向的诱导短程挠率, 利用主曲率、主方向可以使计算过程简化。
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