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球颗粒间幂律流体挤压流动法向黏性力的高效数值算法
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摘　要　为在填隙幂律流体的湿颗粒系统离散元模拟中迅速精确地求出法向黏性力,根据笔者导出的刚性

球颗粒间幂律流体挤压流动的积分形式的法向黏性力表达式,利用因子分解和级数展开发展了一套拟合算

法以取代数值积分。拟合结果与数值积分结果比较表明,该方法计算量小且精度很高。
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A H igh Eff ic iency A lgor ithm of Squeeze Force in Squeeze Flow

W ith Power- law Flu id Between Spheres
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(Co llege of A pp lied Engineering Sciences, Ch ina A gricu ltu ral U niversity, Beijing 100083, Ch ina)

Abstract　 In o rder to evaluate the no rm al viscou s fo rce betw een tw o rig id spheres in squeeze

flow of a pow er2law flu id eff icien t ly so as to imp lem en t in to sim u la t ion u sing the D ist inct

E lem en t M ethod, a fit t ing schem e w ith a facto riza t ion techn ique and series expan sion w as

developed in stead of num erica l in tegra t ion based on the in tegra t ion fo rm of fo rm u la t ion fo r

the fo rce in ou r accompan ied paper. Comparing w ith the accu ra te resu lts by a num erica l

in tegra t ion, the app rox im ate resu lts by the p ropo sed schem e, an excellen t agreem en t w as

show n bu t the p ropo sed schem e can great ly reduce the CPU tim e.
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f it t ing

用离散元法 (D EM )模拟浸渍态或液桥型高密度湿颗粒群力学行为是散体力学的一个新

的研究方向。当流体为非牛顿体时颗粒间相互作用的模型变得相当复杂,为了建立填隙幂律流

体湿颗粒群的离散元法模型,笔者在已有研究[1 ]的基础上根据润滑理论导出了任意两球体间

幂律流体挤压流动的法向黏性力公式[2 ] ,并证明比Rodin [3 ]的渐近解更精确合理。但是这个公

式包含有无法显式积出的积分表达式,这对于离散元法模拟极为不利。通常离散元法模拟的颗

粒数以万计,在每一时步需对所有接触的颗粒算出黏性力并确定当前颗粒所受的合力,进而确

定其运动,其计算工作量之大远非有限元可比,在工作站上较复杂的颗粒群模拟往往需数周甚

至数月时间。对湿颗粒系统而言,即使用很快的数值积分 (如高斯积分)计算,耗费的机时也十



分可观。所以,对离散元法模拟,必须寻求更快更准确的近似解法来取代数值积分。本文中将

集中研究这一问题。

1　法向黏性力公式

任意两球体间幂律流体挤压流动的法向黏性力公式[1 ]为
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式中: K 为常系数, n 为幂指数, s0 为最小间隙,V z 为半径R 1 和R 2 的两球体沿连心轴移动的相

对速度。参数 c为积分上限,量纲 1,反映流体外边界半径B、最小间隙 s0 和等效半径 R°的特

性,定义为

c= B
2ö(R°s0) (3)

而等效半径R°定义为

1
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1
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注意此处的等效半径是许多文献定义的谐调平均半径的 2倍, R°= 2R
3。对浸渍情形,由分析

知可取B = R°,这时 c= R°ös0,又称间隙比。在密相固体挤压流动中,B 和R°数量级相同,但通

常 s0ν R°,故对有意义的黏性力值, cµ 1。

于是法向黏性力计算归结为对函数 f (n , c)的求值。下面提出一种较精确的拟合方法。

2　数值拟合方法

为简化求值,假定积分函数可写成变量分离形式

f (n , c) = ∑
k

A k (n) f k (c)

式中: A k (n)和 f k (c)分别为 n 和 c的待定函数。本文中采用一种因子分解技巧来合理地捕捉函

数 f k (c)形式。

211　在 n= 0附近展开的近似公式形式

注意到当 n= 0时,积分函数 f (n , c)可以显式积出:
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由式 (5)出发,可以获得一组适当的因子来描述 f (n , c)的特征。函数 arctanc
1ö2在 n= 0附近可

展开为级数 arctanc
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5c5ö2 + ⋯,其中ûcû> 1,把 c
- 5ö2以后的高阶项略去,并

代入式 (5) , f (n , c)可近似成
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于是积分函数 f (n , c)在 n= 0附近可表示成 5项代数式的组合,简记为A 5。
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为简化计算略去末项而表示成 4项代数式的组合,简记为A 4。

f (n , c)≈
A 1 (n)

c
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c115 +
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在式 (7)和 (8)中, A 1 (n) , A 2 (n) ,⋯, A 4 (n)和A 5 (n)是 n 的待定函数,依赖于 c
- 1, c

- 115, c
- 2, c

- 3

和 c
- 4。因幂指数 n 是流体的物理常数,可以事先固定为一组已知值 n i, ( i= 1, 2,⋯, N ) ,故函

数A 1 (n i) ,A 2 (n i) ,⋯, A 4 (n i)和A 5 (n i)可视为 c
- 1, c

- 115, c
- 2, c

- 3和 c
- 4的待定系数。采用适当的

数值拟合方法可将函数 f (n i, c)分解,对于一组 n i值,可以求出拟合系数A 1 (n i) ,A 2 (n i) ,⋯, A 4

(n i)和A 5 (n i)。

212　在 n= 1附近展开的近似公式形式

当 n 接近于 1时也可利用 n= 1时的展开结果,这时函数 f (n , c)可显式积出为

f (1, c) =∫
1

0

t3d t
(1+ ct2) 3 =

1
4 (1+ c) 2 (9)

考虑把右端项分解为一些子因式的和。设 n= 1+ Ε, Εν 1,代入式 (9)得
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将 t
(3+ Ε)对 Ε展开,得
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只保留主要项即 t
3+ Ε≈ t

3 (1+ Εln t) ,代入式 (10) ,经过适当的参数变换可积分得
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式 (11)是由 1
c2 ,

1
c2 (1+ c) 2n- 1和

1
c2 (1+ c) 2n 3项组成,故在 n= 1附近函数 f (n , c)可表示成 3项代

数式的组合,简记为B 3
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B 1 (n)

c2 +
B 2 (n)

c2 (1+ c) 2n- 1 +
B 3 (n)

c2 (1+ c) 2n (12)

当 Ε→0时,则 n= 1,由式 (11)得

f (1, c) =
0125

c2 -
015

c2 (1+ c) +
0125

c2 (1+ c) 2 (13)

3　拟合算法

基于 n= 0附近的表达式 (7) ,待定的拟合系数A 1 (n i) , A 2 (n i) ,⋯, A 5 (n i)可由对一组 n i 进

行广义拟合得到。具体求解步骤如下。

1)选择 1组实际可能采用的幂指数值作为固定的参数 n i,如可取 n i= 0, 011, 012,⋯, 115;

2)选择 1组实用范围内给定的 c值作为插值点之值 cj ,构造一向量X

X = [c1　c2　c3　⋯　cj　⋯　cM ]T　 ( j = 1, 2,⋯,M )

3)对每个给定的 n i值,求解步骤如下:

a1利用数值积分方法求 f (n i, cj ) ( j = 1, 2, ⋯,M )的值, 所得的M 个积分结果构成向量
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Y(c) ;

b1定义含 c因子的向量

F (c) = [c
- 1　c

- 115　c
- 2　c

- 3　c
- 4 ]T

c1利用数学工具软件可求出拟合系数向量
A (n i) = [A 1　A 2　A 3　A 4　A 5 ]T

其中A 1,A 2,⋯,A 5 即为对应 n i 的拟合系数A 1 (n i) ,A 2 (n i) ,⋯, A 5 (n i)。

4)对每个给定的 n i值,可得相应的积分函数 f (n , c)值, f (n i, c) = A (n i)õF (c)。

用完全相同的步骤可以求出 n= 0时相应于式 (8)的拟合系数A 1 (n i) , A 2 (n i) ,⋯, A 4 (n i) ,

或 n= 1附近相应于式 (12)的拟合系数B 1 (n i) ,B 2 (n i)和B 3 (n i)。

4　拟合算法的验证

为检查拟合算法的正确性,选择了 2组 20个 cj 值,最大值均为 cM = 400。第 1组为非均匀

分布

X 1= [ 2　5　10　15　20　30　⋯　320　360　400 ]T (14a)

第 2组为均匀分布

X 2= [ 20　40　60　80　100　120　⋯　360　380　400 ]T (14b)

图 1　A 5形式对X 1 的拟合系数

对 X 1 和 X 2 这 2 个向量选取 2 组给定的

n i, 在检查 n= 0 附近时,对于式 (7) (A 5 形式)

和式 (8) (A 4 形式) , 选取 n i = 012, 014, 016,

018, 110, 112和 115;而在检查 n= 1附近时,对

式 (12) (B 3形式) ,取 n i= 016, 018, 110, 112 和

115。借助于数学软件可得到A 5,A 4和B 3这 3

种形式对于X 1 和X 2 的所有拟合系数。图 1示

出了相应于A 5对X 1 的拟合系数。

采用A 5形式 (n= 0附近)对非均匀分布的

X 1 拟合,当 n= 0时所得拟合系数为A 1= 110,

A 2 = - 11569, A 3 = 01993, A 4 = - 01303, A 5 =

01105;而采用式 (6)的计算值为A 1= 1,A 2= - 1157, A 3= 1,A 4= - 01333, A 5= 0120。

采用B 3形式 (n= 1附近)对X 1 拟合,当 n= 1时可得拟合系数

B 0= 0125, B 1= - 015, B 2= 0125

与采用式 (13)的精确值吻合。可见拟合效果相当好。

采用A 4和A 5对X 1 进行拟合,拟合值与精确解比较见图 2。由图 2 可见对非均匀分布

X 1, A 4形式不足以给出好的拟合结果,特别是在 n i> 014 (用实散点表示)和 c> 150以后。注意

到 f (n , c)值须乘以积分项外的参量,因此会造成显著误差,而A 5拟合就要好得多。c的分布

方式对拟合质量的影响见图 3,可见均匀分布X 2 (式 (14b) )显然比非均匀 c分布X 1 (式 (14a) )

吻合得更好。原因是,非均匀 c分布X 1 中给定值 cj 在低端分布太密集,而在高端较稀疏,说明

在需要较精确计算处应提供较多的插值点。
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图 2　A 4形式和A 5形式对X 1的拟合结果比较

在 n = 1 附近B 3 对 X 1 和 X 2, 以及A 5 对

X 2 的拟合结果见图 4。由图可见除均匀分布X 2

优于非均匀分布X 1 外,令人意外的是,在 n= 0

附近展开的A 5 形式的拟合结果比 n = 1 附近

的B 3形式的拟合还要好,故只用式 (7)进行拟

合即可。

笔者还试验了其他方式的拟合,如其他幂

次的多项式组合,但都没有上述因子分解的效

果好。

图 3　均匀分布X 2 和非均匀分布X 1的A 5形式

对X 1 和X 2 的拟合结果比较

图 4　A 5和B 3的展开拟合结果比较

5　结　论

为了在湿颗粒系统的离散元模拟中快速准确地求出法向黏性力,本文中提出的因子分解

技巧重点解决积分函数的求值问题。由于因子分解技巧很好地捕捉了积分函数的特征,拟合效

果非常精确。尽管A 5列式是在 n= 0附近展开推导的,但仍然可应用于任何幂指数的幂律流

体,并达到很高的精度。这对湿颗粒群的离散元模拟是非常重要的一步。

本研究得到联合利华 (英国)练国平博士和联合利华 (中国)联络总监曾锡文先生的关心、
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