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摘　要　挤压流动中流体在壁面的滑移发生在某些非牛顿流体或存在润滑层的牛顿流体情形, 此现象对黏

性力的影响值得研究。基于润滑理论, 导出了壁面滑移时刚性球间牛顿流体挤压流动的压力分布和黏性力的

解析解。通过引进滑移修正系数, 解析解可分解成无滑移解和滑移修正系数的乘积。该系数是滑移参数和量

纲 1 积分上限的复杂函数, 但数值试验表明, 对充分大的量纲 1 积分上限和给定的滑移参数, 该系数趋于常

数, 由此可大大简化黏性力的计算, 从而明显减小湿散体离散元模拟的计算量。
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Abstract　 In a squeeze flow w all slip m ay happen at a so lid2f lu id in terface in the case of som e

N on2N ew ton ian flu id, o r a N ew ton ian flu id w ith a th in lub rican t f ilm betw een the flu id and

the w all. Based on R eyno lds’ lub rica t ion theo ry, an analyt ica l so lu t ion fo r tw o rig id spheres

w as derived, including p ressu re dist ribu t ion and resu lt ing viscou s fo rce. By in troducing a so

called“slip co rrect ion coeff icien t”, th is fo rce can be rep resen ted by a p roduct of the relevan t

non2slip so lu t ion and the coeff icien t. In genera l th is coeff icien t is a funct ion of the slip pa2
ram eter and the dim en sion less in tegra t ion lim it, how ever, fu rther num erica l test show s that,

fo r a suff icien t large value of the dim en sion less upper lim it of in tegra t ion and a given slip pa2
ram eter, the coeff icien t converges to a lim it value, suggest ing a simp lif ica t ion in calcu la t ion

of the viscou s fo rce to save the CPU tim e sign if ican t ly in sim u la t ion fo r a w et granu le system

u sing the D ist inct E lem en t M ethod.
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M ethod

对两平行圆盘或圆球间存在的牛顿或非牛顿流体的挤压流动分析是不少工程应用的理论

基础, 如流变测量仪器的研制、轴承润滑分析等, 其中对圆球间挤压流动分析的一个重要用途

是建立密相湿散体系统模型进行离散元 (D EM )模拟。自 Stephan [1 ]1874 年研究平行圆盘间牛



顿流体的挤压流动以来, 有一些研究两平行圆盘或球体间无滑移挤压流动的文章[2～ 4 ]发表, 但

涉及界面滑移问题的仅发现L aun 等[5 ]对两行平圆盘间挤压流动的研究, 尚未见界面滑移时

两球体间流体挤压流动的文献。

大多数情况下特别是对牛顿流体, 固 流界面上无滑移发生。根据流体壁面滑移实验研究

的有关报道[6～ 8 ], 滑移现象可发生在如下情况: 1) 固体 流体间存在薄润滑膜; 2) 多相复杂流体

如高浓度悬浮体在流动时壁面附近浓度常常减小, 导致滑移发生 (如挤牙膏) ; 3)高分子聚合物

熔体在抽丝或注模等过程中, 界面处高分子链在受剪切作用时黏附点下移造成非零速度。本文

假定界面上存在壁面滑移, 适用于存在润滑层的牛顿流体或虽是幂律流体但幂指数接近于 1

时的近似分析。目的是研究在挤压流动中滑移对球形颗粒力学行为的影响, 以便建立相关的湿

颗粒系统离散元模型进行相应的数值模拟。

1　刚性球颗粒间部分滑移时的压力和挤压黏性力

111　基本方程和边界条件

图 1　圆球间的挤压流动

图 1 为圆球间的挤压流动示意图, 采用 r z 柱坐

标系。半径为R 1 和R 2 的两刚性球体沿连心轴线以相

对速度V z 缓慢趋近,B 是从接触中心到流体在径向参

考边界的宽度, s0 是最小间隙。在润滑理论适用的情况

下, 由接近的球面 S 1 和 S 2 确定的几何边界可近似为

S 1　　z = z 1 (r) = s0+ r2ö(2R 1)

S 2　　z = z 2 (r) = - r2ö(2R 2)
(1)

不可压缩流体的连续方程

1
r

5
5r

(rv r) +
5v z

5z
= 0 (2)

式中: v r 为径向速度分量, v z 为垂向速度分量。

挤压流动下常忽略法向应力, 并假定压力 p 与 z 无关, 于是动量方程简化为

dp
d r

=
5Σrz

5z
(3)

式中 Σrz是剪应力分量, 它和速度分量 v r 间的关系为

Σrz = Γ
5v r

5z
(4)

其中 Γ为动力黏度。

本文中采用与文献[ 5 ]中平行圆盘问题类似的摩擦滑移条件, 即流体滑移速度表述为 v r=

ΒûΣrz û , 速度边界条件为

在 z = z 1 上 v r= - ΒΣrz = - ΒΓ 5v r

5z
, v z = - V z

在 z = z 2 上 v r= ΒΣrz = ΒΓ 5v r

5z
, v z = 0

　 (0≤r≤B ) (5)

式中 Β为比例常数, 称为滑移系数。严格地讲, 球表面精确的滑移边界应表示为切向速度间断

值与切向剪应力分量的关系, 但是可以证明, 在接触中心区域切向和径向几乎重合, 故由此引
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起的误差可以忽略。

112　压力分布

对动量方程式 (3)积分 2 次并与式 (4)相联系可得

v r=
1
2Γ

5p
5r

z
2+ C 1 (r) 1

Γ z + C 2 (r) (6)

式中C 1 (r)和C 2 (r)待定。对连续方程式 (2)积分, 引入边界条件并将式 (6)代入得

1
6Γ

5p
5r

(z
3
1- z

3
2) +

1
2ΓC 1 (r) (z

2
1- z

2
2) + C 2 (r) (z 1- z 2) =

1
2 rV z (7)

由式 (5)中的滑移条件得

1
2Γ

5p
5r

z 2
1+ C 1 (r) 1

Γz 1+ C 2 (r) = - Β 5p
5r

z 1+ C 1 (r)

1
2Γ

5p
5r

z 2
2+ C 1 (r) 1

Γz 2+ C 2 (r) = Β 5p
5r

z 2+ C 1 (r)
(8)

把几何边界关系式 (1)代入, 并定义量纲 1 的滑移参数

Α= 2ΒΓös0 (9)

再从式 (7)和 (8)中消去C 1 (r)和C 2 (r)得 5p ö5r 的表达式, 积分此式可得压力分布

p (r) =∫
r

B

5p
5r

d r= -
6V z Γ

s3
0

f (r, Α) (10)

其中

f (r, Α) =∫
r

B

rd r
[ 1+ c (röB ) 2 ]2{[ 1+ c (röB ) 2 ]2+ 3Α}

(11)

式中 c 为积分上限, 量纲 1; 定义为

c= B
2ö(s0R °) (12)

这里R °为等效半径, 定义为

1
R °=

1
2R 1

+
1

2R 2
(13)

积分上限 c 与间隙大小、等效半径和液体径向参考边界有关,B 较小时相应于液桥, 反之相应

于浸渍状态。若可取B = m in (R 1, R 2)≈ R °, 则 c= R °·s
- 1
0 反映两球接近程度, 可称间隙比。

113　挤压黏性力

挤压黏性力是压力的积分

F s=∫
2Π

0∫
B

0
p (r) rd r= -

12ΠV z Γ
s3

0 ∫
B

0
rf (r, Α) d r

用分部积分, 并令 t= röB , 可得壁面滑移时两球间牛顿流体挤压流动的黏性力

F s=
6ΠV z ΓB 4

s3
0

f 1 (Α, c) (14)

式中

f 1 (Α, c) =∫
1

0

t3d t
(1+ ct2) 2 (1+ 3Α+ ct2)

(15)

定义滑移修正系数

f s= f 1 (Α, c) öf 1 (0, c) (16)
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式中 f 1 (Α, c)和 f 1 (0, c)可以显式积出, 最终可得滑移修正系数

f s (Α, c) = 2
1+ c

c

2 1
3Α 1+

1
3Α ln

(1+ 3Α) (1+ c)
1+ c+ 3Α -

c
3Α(1+ c)

(17)

L ian (练国平) [4 ]得到的无滑移两球间牛顿流体挤压流动的黏性力为

F 0= 3ΠΓV z (R °) 2ö(2s0) (18)

由式 (14) , 滑移挤压黏性力也可写作

F s= f sF 0= f s (Α, c)
3ΠΓV c (R °) 2

2s0
(19)

这样, 壁面滑移时两球间牛顿流体黏性力的计算归结为对滑移修正系数 f s (Α, c)的求值。

2　结果分析及公式简化

由一组Α值得到的滑移修正系数 f s (Α, c)随积分上限 c 的变化见图 2。从总体上看, f s 随着

滑移参数 Α的增大而减小, 意味着黏性力随着润滑作用的加强而减小; 反之 Α减小时黏性力增

大。有趣的是, 对确定的 Α值, 在 c 值的一定的中间区段内, f s 随参数 c 的增大而显著增大, 而

图 2　积分上限 c 对滑

移修正系数 f s 的

影响

在此前或以后 f s 变化甚小, 在 c= 103～ 104 时可看作常数。对离散元模拟而言, c 越小无滑移

黏性力值也越小以致可忽略, 由此可不再考虑 c 的影响。取 c→∞, 则式 (17)简化成

f s=
2
3Α 1+

1
3Α ln (1+ 3Α) - 1 (20)

特别地, 当 Α= 0 时, 由式 (16)得 f s= 1, 即无滑移, 黏性力公式由式 (19)退回到式 (18)。当 c→0

时, f s= 1ö(1+ 3Α) , 可以证明这表示问题退回到平行圆盘的结果[1 ]。

3　结　论

本文中研究了任意刚性圆球间牛顿流体存在壁面滑移时的挤压流动, 得出压力分布和挤

压黏性力的公式。通过引进的滑移修正系数, 滑移解分解为无滑移解和该系数的乘积。注意到

当积分上限 c 充分大时, 滑移修正系数可近似为只是滑移参数的函数, 这时用简化公式计算可

以减小离散元模拟的计算量。显然, 滑移解与材料的滑移特性密切关联, 为了确定滑移参数, 还

需要必要的试验研究。本研究适用于存在润滑层的牛顿流体或幂律指数接近于 1 的幂律流体
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的近似计算, 可用于对湿颗粒物料进行数值模拟。
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