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摘　要　推广了迭代算法收敛分析中的Q 收敛阶的概念, 据此给出了算法效率的一种一般的度量。分析了新

效率定义与已有的O strow sk i 效率和B ren t 效率之间的关系。这种度量适用于任何迭代算法, 因而为分析算

法的优劣提供了一个理论依据。
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Abstract　T he defin it ion of Q 2ra tes of convergence in itera t ive algo rithm s is ex tened and the

eff iciency m easu re is developed. T he rela t ion sh ip betw een the new defin it ion of eff iciency

and the o ld tw o defin it ion s of eff iciency——O strow sk i eff iciency and B ren t eff iciency w as al2
so analysed. Since th is m easu re is su itab le to every itera t ive algo rithm , it p rovide a theo ret i2
cal ju st if ica t ion fo r the algo rithm.
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效率是最优化理论中用来辨别迭代算法优劣的重要指标之一, 主要由以下 2 个方面决定:

1)迭代序列收敛的快慢, 即一个算法的收敛阶。2)迭代过程中每步的计算量。显然, 收敛速度

快而计算量小的算法是效率高的算法。早在 1960 年,O strow sk i 给出了一个较为直观的效率

定义[1 ]:

定义 1　效率 # O。设{x
k }是由某个算法产生的迭代序列, 并且以Q 收敛阶 Α的速度收敛

于点 x
3 。若由 x

k 计算 x
k+ 1所需的计算量Q [x

k , x
k+ 1 ]= Q , 其中Q 是一个常数, 那么这个算法

的效率 # O 为

# O =
lnΑ
Q

(1)

由于式 (1) 要求每步迭代的计算量为常数, 显然效率 # O 有很大的局限性。这种定义方式

势必会使算法的效率度量受到限制。1973 年,B ren t 给出了一个更为一般的定义[2 ]:

定义 2　效率 # B。设{x
k }是由某个算法产生的迭代序列, 并且收敛于点 x

3 , 那么这个算法

的效率 # B 为



# B = lim inf
k→∞

ln (- lnúx k - x 3 ú )

∑
k

i= 1

Q i [x i- 1, x i ]

(2)

其中Q [x
i- 1 , x

i ]是由 x
i- 1计算 x

i 所需的计算量。

效率 # B 是 # O 的一种拓广。当存在Q = lim
k→∞

Q k > 0 时, # B 就是 # O
[2 ]。然而在 # B 定义中,

{x
k }的收敛阶是以R 收敛阶 Θ= lim inf

k→∞
(- lnúx

k - x
3 ú ) 1ök为基准的。R 收敛阶体现了{x

k }的平

均收敛速度, 它比Q 收敛阶要弱, 因而在优化算法的收敛分析中大都采用Q 收敛阶[3 ]。这样,

在进行效率分析时, 可以有效地借助于优化算法收敛分析中已有的深刻结论, 得到与优化中常

用的Q 收敛阶相一致的结果。本文中给出了一个较O strow sk i 的效率定义更为一般的关于Q

收敛阶的效率定义, 并阐明它与以上 2 种效率定义之间的关系。

1　广义Q 收敛阶

为了给出一个一般的Q 收敛阶的效率定义, 首先引进“进展指标”和“广义Q 收敛阶”的

概念。

定义 3　进展指标。设迭代点 x + 和 x c 在点 x
3 的 ∆(∆> 0)邻域内, 从 x c 到 x + 的关于 x

3 的

进展指标 Μ定义为

Μ= Μ[x c, x + , x
3 ]=

lnúx + - x 3 ú
lnúx c- x 3 ú

(3)

定义 4　广义Q 收敛阶。设{x
k }是由某个算法产生的迭代序列, 并且收敛于点 x

3 , 那么它

的广义Q 收敛阶定义为

Θ({x
k }) = lim inf

k→∞
Μ[x

k- 1, x
k , x

3 ] (4)

其中 Μ[·, ·, · ]是由式 (3)定义的进展指标。

下面的定理表明广义Q 收敛阶是通常Q 收敛阶的拓广。

定理 1　设{x
k }至少以Q 收敛阶 Α的速度收敛于点 x

3 , 即存在 ∆(∆> 0) 和常数C 1 (C 1>

0) , 使得当úx
k - x

3 ú< ∆时

úx
k+ 1- x

3 ú≤C 1úx
k - x

3 ú Α (5)

则

Θ({x
k })≥Α (6)

特别地, 当{x
k }恰以Q 收敛阶 Α的速度收敛于点 x

3 , 即存在 ∆(∆> 0) 和常数 C 3 (C 2> C 3> 0) ,

使得当úx
k - x

3 ú< ∆时

C 3úx
k - x

3 ú Α≤úx
k+ 1- x

3 ú≤C 2úx
k - x

3 ú Α (7)

则

Θ({x
k }) = Α (8)

证明　由式 (5)可得

lnúx k+ 1- x 3 ú
lnúx k - x 3 ú ≥Α+

lnC 1

lnúx k - x 3 ú
(9)

由定义 3, 式 (6)成立; 由式 (7)可以类似证明式 (8)。
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2　效率 # 与 # O , # B 之间的关系

首先给出与Q 收敛阶相一致的效率定义 # , 然后阐明它与 # O 以及 # B 之间的关系。

定义 5　效率 #。设{x
k }是由某个算法产生的迭代序列, 并且收敛于 x

3 , 那么这个算法的

效率 # 定义为

# = inf
{x k}

sup
{y k}< {x k}

ln (Θ({y k }) )
lim sup

k→∞
Q [y k- 1, y k ]

(10)

其中: {y
k }是{x

k }的任意一个子序列, Θ({y
k }) 是{y

k }的广义Q 收敛阶,Q [y
k- 1, y

k ]是由 y
k- 1计

算 y
k 所需的计算量。

由定理 1 和定义 5 可以得到 # 与 # O 之间的关系。

定理 2　设{x
k }是由某个算法产生的迭代序列, 并且收敛于点 x

3 。若存在Q = lim
k→∞

Q [x
k- 1,

x
k ]> 0, 且{x

k }以Q 收敛阶 Α收敛到 x
3 , 则 # ≥# O; 特别地, 若{x

k }恰以Q 收敛阶 Α收敛到

x
3 , 则 # = # O。

下面的定理阐述了 # 与 # B 之间的关系。

定理 3　设{x
k }是由某个算法产生的迭代序列, 并且收敛于点 x

3 。若Q- = lim inf
k→∞

Q [x
k- 1,

x
k ]> 0, 则 # B≥# ; 特别地, 若存在Q = lim

k→∞
Q [x

k- 1, x
k ]> 0 时, # B = #。

证明　设{y
k }是{x

k }的任意一个子序列, 并且不妨设存在 ∆∈ (0, 1) , 使得ú y
1- x

3 ú < ∆,

由定义 3 可得

lnúy
k - x

3 ú=
lnúy k - x 3 ú

lnúy k- 1- x 3 ú·
lnúy k- 1- x 3 ú
lnúy k- 2- x 3 ú·⋯⋯·lnúy 2- x 3 ú

lnúy 1- x 3 ú·lnúy
1- x

3 ú=

Μ[y
k - 1, y

k , x
3 ]·Μ[y

k- 2, y
k - 1, x

3 ]·⋯⋯·Μ[y
1, y

2, x
3 ]·lnúy

1- x
3 ú (11)

所以

ln (- lnúy k - x 3 ú )

∑
k

i= 1
Q [y i- 1, y i ]

= X 1+ X 2 (12)

其中

X 1=
∑

k

i= 1
lnΜ[y i- 1, y i, x 3 ]

∑
k

i= 1
Q [y i- 1, y i ]

(13)

X 2=
ln (- lnúy 1 - x 3 ú )

∑
k

i= 1

Q [y i- 1, y i ]

(14)

令Q i=
Q [y i- 1, y i ]

Q
-

, 则

lim
k→∞∑

k

i= 1
Q i= ∞

从而
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lim
k→∞

X 2=
ln (- lnúy 1 - x 3 ú )

lim
k→∞∑

k

i= 1

Q i

· 1
Q
-

= 0 (15)

由式 (13)和定义 4 知

lim inf
k→∞

X 1≥
lnΘ({y k })

lim sup
k→∞

Q [y k- 1, y k ]
(16)

由式 (13) , (15) , (16)和定义 5 知

# B = lim inf
k→∞

ln (- lnúy k - x 3 ú )

∑
k

i= 1
Q [y i- 1, y i ]

= lim inf
k→∞

X 1+ lim
k→∞

X 1≥#

当Q = lim
k→∞

Q [x
k- 1, x

k ]> 0 时, 式 (16)的等式成立。所以

# B = #
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