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摘　要　应用三次曲线的配极理论及其基本性质, 讨论了三次曲线牛顿分类的依据, 确定了牛顿分类中 4 种

形式和 7 类曲线所对应的坐标系。
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随着计算机图形学的发展, 高阶代数曲线理论, 尤其是平面代数曲线理论, 正日益受到人

们的重视。著名科学家牛顿在 1704 年发表的论文中, 对三次曲线进行了分类, 牛顿分类对研究

三次曲线的投影和作图有重要的意义; 但是, 我国目前尚未见有关三次曲线的著作, 这方面的

论文及参考文献亦极少。笔者在这方面进行了一些探索, 所做分析主要以三次曲线的配极理论

和射影变换理论②为依据。

1　三次曲线牛顿分类的依据

平面上三次曲线在任意坐标系 Ρ中的方程可表示为

A x
3+ 3B x

2
y + 3Cxy

2+ D y
3+ 3E x

2+ 6F xy + 3Gy
2+ 3H x + 3Iy + K = 0 (1)

由文献[ 1 ]知, 牛顿分类法将三次曲线分成A ,B , C , D 4 种形式 (fo rm ) , 7 类 (class) , 14 种

(k ind) , 见表 1。文献[ 2 ]中指出, 任一曲线通过一个初等变换, 就可变换成 4 个标准形式中的

一个, 但是该文献中并未作进一步的详细说明。

从射影的观点看, 牛顿分类属于仿射分类的范畴, 因此对牛顿分类各形式的分析应从分析

非固有直线与三次曲线的相交入手。设 k 3 为任意一条三次曲线, u 为非固有直线, 则在扩充坐

标系中 u 和 k 3 的方程分别为
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表 1　三次曲线牛顿分类

形式 标准方程 类别 曲线名称 种别 条　　件 备注

É 双曲双曲线

É21
É22
É23
É24

a> 0

e≠0
e= 0, b≠0, b2≠4ac

e= 0, b≠0, b2= 4ac

b= 0

无轴
单轴
三轴

三渐近线共点

A xy 2+ ey = ax 3+ bx 2+ cx + d
Ê 残缺双曲线

Ê21
Ê22

a< 0
e≠0
e= 0

无轴
单轴

Ë 抛物双曲线
Ë21
Ë22

a= 0, b≠0
e≠0
e= 0

无轴
单轴

Ì
双曲化圆
锥曲线

Ì 21
Ì 22
Ì 23

a= 0, b= 0
c< 0
c> 0
c= 0

双曲化椭圆
双曲化双曲线
双曲化抛物线

B xy = ax 3+ bx 2+ cx + d Í 三叉戟曲线

C y 2= ax 3+ bx 2+ cx + d Î 发散抛物线

D y = ax 3+ bx 2+ cx + d Ï 立方抛物线

x 3= 0 (2)

A x
3
1+ 3B x

2
1x 2+ 3Cx 1x

2
2+ D x

3
2+ 3E x

2
1x 3+ 6F x 1x 2x 3+ 3Gx

2
2x 3+

3H x 1x
2
3+ 3Ix 2x

2
3+ K x

3
3= 0 (3)

由式 (2)和 (3)求交得

A x
3
1+ 3B x

2
1x 2+ 3Cx 1x

2
2+ D x

3
2= 0

设 y = x 1öx 2, 则

A y
3+ 3B y

2+ 3Cy + D = 0

此方程决定非固有点有以下几种情况。

1) 3 个实交点。

2) 1 个实交点和 1 个二重点, 此时分 2 种情况: a1 直线 u 为 k 3 的切线; b1 直线 u 过 k 3 的

二重点 (尖点、孤点、结点)。

3) 1 个实交点, 2 个虚交点。

4) 1 个三重根, 直线与 k 3 二阶相切, 此时分 3 种情况: a1 切点为结点; b1 切点为尖点; c1
切点为拐点。

下面对牛顿分类各形式与非固有直线的相交情况进行分析。首先分析形式A 曲线与直线

u 的相交情况。

将形式A 曲线齐次化, 得

x 1x
2
2+ ex 2x

2
3= ax

3
1+ bx

2
1x 3+ cx 1x

2
3+ d x

3
3, (4)

式 (4)和 (2)相交得 x 1= 0 或 (x 2öx 1) 2= a , 故有 3 种情况:

1) a> 0 时, 有 3 个不同实交点, 分别为 (0, 1, 0) , (1, a
1ö2, 0)和 (1, - a

1ö2, 0) ;

2) a= 0 时, 有 2 个不同实交点, 分别为 (0, 1, 0)和 (1, 0, 0) , 其中 1 个为二重点;

3) a< 0 时, 有 1 个实交点 (0, 1, 0)和 2 个虚交点 (1, a
1ö2

i, 0) , (1, - a
1ö2

i, 0)。

其次, 分析形式B , C ,D 曲线与直线 u 的相交情况。其交点均为 1 个三重根: (0, 1, 0)。
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以上分析表明, 牛顿分类的 4 种形式与 u 相交的结果与式 (2)和 (3)相交的情形完全吻合。

由此可知: 牛顿的分类是以非固有直线与三次曲线交点的几何性质为基本依据的。

2　三次曲线的标准形式与坐标系

设曲线 k 3 在已知坐标系 Ρ中的方程如式 (1) , 现找一新坐标系 Ρ1, 使曲线 k 3 在 Ρ1 中的方

程为标准形式。

211　形式A 曲线的坐标系

21111　双曲双曲线

此类曲线交直线 u 于 3 个单根, 具有 3 条实渐近线, 渐近线是曲线上非固有点的切线。标

准式为

xy
2+ ey = ax

3+ bx
2+ cx + d　a> 0 (É )

(É )式中 x
3 项的系数 a 是由 u 交 k 3 于 3 个交点决定的, 交点中可能有拐点。此类曲线又

可分为 4 种。

1) É21 无轴双曲双曲线

图 1　双曲双曲线 (无轴、

单轴、三轴)坐标系

设 u 交 k 3 的 3 个点分别为M ∞, N ∞, T ∞, 曲线的 3 条

实渐近线为m , n , t, 3 线交点 S , V ,W (图 1) , 以 SV 中点O

为原点, OW 为 x , m 为 y 轴, O S , OV , OW 是单位线段, 构

成一仿射坐标系 Ρ1。可以证明 k 3 在 Ρ1 坐标系中的方程为标

准式 (É )。

证明　在 Ρ1 系中, 点及线的坐标分别为:M ∞ (0, 1, 0) ,

N ∞ (1, - 1, 0) , T ∞ (1, 1, 0) , S (0, 1, 1) , V (0, - 1, 1) ,W (1,

0, 1) , m (1, 0, 0) , n (1, 1, - 1) , t (1, - 1, - 1)。

由射影几何可知, 任意点A 1 (x 1, x 2, x 3) 关于 k 3 的一次

配极方程为

P x 1+ Q x 2+ R x 3= 0 (5)

其中: P = A x
2
1+ 2B x 1x 2+ Cx

2
2+ 2E x 1x 3+ 2F x 2x 3+ H x

2
3

Q = B x
2
1+ 2Cx 1x 2+ D x

2
2+ 2F x 1x 3+ 2Gx 2x 3+ Ix

2
3

R = E x
2
1+ 2F x 1x 2+ Gx

2
2+ 2H x 1x 3+ 2Ix 2x 3+ K x

2
3

由此得过点M ∞的切线为

Cx 1+ D x 2+ Gx 3= 0 (6)

又因点M ∞的切线在 Ρ1 系中为 y 轴, 故其方程为

x 1= 0 (7)

比较式 (6)和 (7) , 可知D = 0, G = 0。

又知点N ∞和 T ∞在曲线 k 3 上, 所以, 将点的坐标代入式 (3) 可得A + 3B + 3C = 0 和A -

3B + 3C = 0, 解得B = 0,A = - 3C。

另外, 点N ∞的一次配极与直线 n (1, 1, - 1)为同一直线, 其方程分别为

- 2Cx 1- 2Cx 2+ (E - 2F ) x 3= 0 (8)

x 1+ x 2- x 3= 0 (9)
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比较式 (8)和 (9)得

- 2C ö1= - 2C ö1= (E - 2F ) ö(- 1) (10)

同理, 由 T ∞处的配极和切线可得

- 2Cx 1+ 2Cx 2+ (E + 2F ) x 3= 0 (11)

x 1- x 2- x 3= 0 (12)

比较式 (11)和 (12)得

- 2C ö1= 2C ö- 1= (E + 2F ) ö(- 1) (13)

由式 (10)和 (13)解得 F = 0。

由以上分析可知, 曲线 k 3 在 Ρ1 系中的方程中有B = D = G = F = 0, 故式 (1)变成

A x
3+ 3Cxy

2+ 3E x
2+ 3H x + k= 0 (14)

将方程中各符号与牛顿公式中各符号统一, 即与牛顿的标准式一致。所以, 曲线 k 3 在仿射坐标

系 Ρ1 中的方程为牛顿分类的典式。但是, 这一结果尚未满足牛顿分类的要求, 因为牛顿分类采

用的是直角坐标系。为了满足牛顿分类的要求, 必须再进行一次仿射变换 (图形变换) , 将仿射

坐标系 Ρ1 变换成直角坐标系。这个变换不改变曲线的方程, 而将原坐标系的图形变成新图形,

二者图形不同。

2) É22 单轴双曲双曲线

此种曲线与 u 的交点也是 3 个实点, 与上述曲线不同的是其中一个为拐点。其标准式为

y
2= ax

3+ bx
2+ cx + d。证明方法同上, 尚需证明的是 e= 0。

证明　由文献[ 2 ]知, 拐点满足海森 (H essian)曲线H。若曲线以齐次方程 f (x 1, x 2, x 3) = 0

表示, 对 f 的二次偏导用 f x 1x 1 , f x 1x 2 , f x 1x 3 , f x 2x 1⋯f x 3x 3则

H =

f x 1x 1 f x 2x 1 f x 3x 1

f x 1x 2 f x 2x 2 f x 3x 2

f x 1x 3 f x 2x 3 f x 3x 3

= 0 (15)

计算曲线在拐点M ∞ (0, 1, 0) 处的二次偏导可得: f x 1x 1 = - 6ax 1 - 2bx 3 = 0; f x 2x 2 = 2x 1 = 0;

f x 3x 3= 2ex 2 - 2cx 1 - 6d x 3 = 2e; f x 1x 2 = f x 2x 1 = 2x 2 = 2; f x 2x 3 = f x 3x 2 = 2ex 3 = 0; f x 1x 3 = f x 3x 1 =

- 2bx 1- 2cx 3= 0; 代入式 (15)得 e= 0, 证毕。

3) É23 三轴双曲双曲线

此种曲线交非固有直线 u 于 3 个拐点M ∞, N ∞, T ∞, 其标准式和坐标系与É22 无异, 证明

方法同上。

4) É24 三渐近线共点的双曲双曲线

此种曲线与直线 u 相交也是 3 个拐点M ∞,N ∞, T ∞, 但 3 条渐近线m , n , t 交于一点O。建

立一仿射坐标系 Ρ2 (图 2) : 以O 为原点, 任作平行于m 的直线 l, 交 n , t 于点 S 和V , 设 SV 的

中点为W , 以OW 为 x 轴, 以渐近线m 为 y 轴,OW , O S ′, OV ′为单位线段。可以证明, 曲线 k 3

在该坐标系中的方程为标准式 xy
2+ ey = ax

3+ cx + d。

证明　由于m ≡y 轴, 式 (1) 中D = G = 0; 由文献[ 3 ]可知渐近线m , n , t 共点于O , 即牛顿

中心。当新坐标以O 为原点时, k 3 中的二次项消失, 即式 (1)中的 E = F = G = 0。又由点N ∞ (1,

1, 0) , T ∞ (1, - 1, 0)可得A - 3B + 3C = 0 和A + 3B + 3C = 0, 故B = 0。所以, 曲线在坐标系 Ρ2
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图 2　渐近线共点双曲

双曲线坐标系

中的方程为A x
3+ 3Cxy

2+ 3H x + 3Iy + K = 0。将此式符号适

当改变, 即与牛顿标准式一致。

21112　残缺双曲线

此类曲线 k 3 交直线 u 于 1 个实根M ∞和 2 个共轭虚根。标

准式为

xy
2+ ey = ax

3+ bx
2+ cx + d　a< 0 (Ê )

式 (Ê ) 与 (É ) 完全相同, 只是系数 a 的符号不同。根据M ∞是

一般点或拐点, 这类曲线又分成 2 种: 无轴的和单轴的残缺双

曲线。由于这类曲线与第Í 类曲线 (三叉戟, 其标准式为: xy =

ax
3+ bx

2+ cx + d )较特殊, 将另文讨论, 此处从略。

21113　抛物双曲线

此类曲线 k 3 交直线 u 于 1 个单根M ∞, 1 个重根N ∞ (u 与 k 3 相切) , 具有 2 条实渐近线 (m

和非固有直线 u ) , 标准式为

xy
2+ ey = bx

2+ cx + d (Ë )

图 3　抛物双曲线坐标系

根据点M ∞是一般点或拐点, 此类曲线分无轴的抛物双曲线 (e≠

0)和单轴的抛物双曲线 (e= 0) 2 种。若在直线m 上取一适当点为原点

O , 以m 为 y 轴, ON ∞为 x 轴, 建立一仿射坐标系 Ρ3 (图 3) , 则曲线在

Ρ3 系中的方程为标准式 (Ë )。

证明　首先在 y 轴上任取一点O 为原点, 由于m ≡y 轴, 一般式

中的系数D 和 G 为 0。点N ∞ (1, 0, 0) 的一次配极为 A x 1 + B x 2 +

E x 3= 0, 而在 Ρ3 系N ∞的一次配极即非固有直线 u 为 x 3 = 0, 比较

2 式得A = 0, B = 0。于是 k 3 在 Ρ3 系方程为 3Cxy
2 + 3E x

2 + 6F xy +

3H x + 3Iy + k= 0。再做 1 次平移: x ′= x , y ′= y + F öC , 即可消去 xy 项, 所得方程即为牛顿标

准式 (Ë )。

图 4　双曲化圆锥曲线

坐标系

21114　双曲化圆锥曲线

此类曲线 k 3 交非固有直线 u 于 1 个单根 T ∞, 1 个重根M ∞ (N ∞) , 有 3 条渐近线m , n , t, 它

与第Ë 类曲线不同的是 u 过曲线 k 3 的二重点, 标准式为

xy
2+ ey = cx + d (Ì )

根据二重点情况, 此类曲线又分 3 种。由于渐近线m , n 均过同一非

固有点M ∞ (N ∞) , 所以m ∥n。设 t 为 y 轴,m , n 之等距线为 x 轴, 建

立坐标系 Ρ4 (图 4) , 则曲线方程如标准式Ì。

证明　由于 t≡y 轴, 故 k 3 式中D 和G 为 0。又由于点M ∞ (1, 0,

0)在曲线上, 得A = 0。又, 点M ∞关于曲线 k 3 的二次配极为

3A x
2
1+ 6B x 2x 1+ 3Cx

2
2+ 6E x 1x 3+ 6F x 2x 3+ 3H x

2
3= 0 (16)

另一方面, 由切线m , n 可得方程

x
2
2- L

2
x 3= 0 (17)

比较式 (16) 和 (17) 得: A , B , E , F 均为 0。故式 (1) 为 Cxy
2+ 3H x +

3Iy + K = 0。写成牛顿公式中的符号得标准式 (Ì )。证毕。
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212　形式C 曲线的坐标系位置

图 5　发散抛物

线坐标系

形式C 曲线只有 1 类: 发散抛物线 (第Î 类, 图 5)。非固有直线 u 切此

类曲线 k 3 于拐点M ∞, 渐近线只有 1 条即非固有直线 u。由于拐点处的二

次配极分解为 1 条切线和 1 条拐点的调和极线 (伴线) [4 ] , 设拐点M ∞为 y

轴的非固有点, 以拐点的调和极线为 x 轴, 建立坐标系 Ρ5, 则曲线 k 3 的标

准式为

y
2= ax

3+ bx
2+ cx + d (Î )

证明　由拐点M ∞ (0, 1, 0)的一次配极得切线Cx 1+ D x 2+ Gx 3= 0, 而

在 Ρ5 系M ∞的一次配极, 即非固有直线 u 为 x 3 = 0, 比较 2 式得 C = 0 和

D = 0。拐点的二次配极 3B x
2
1+ 6F x 1x 3+ 6Gx 2x 3+ 3Ix

2
3= 0, 在该坐标系中

分解为 x 轴和非固有直线 u , 即 x 2x 3= 0。比较 2 式得: B , F , I 均为 0。写成牛顿公式中的符号

得标准式 y
2= ax

3+ bx
2+ cx + d。

213　形式D 曲线的坐标系位置

图 6　立方抛物线坐标系

形式D 曲线也只有 1 类: 立方抛物线 (第Ï 类, 图 6)。非固有

直线 u 切 k 3 于其尖点M ∞, 只有 1 条渐近线 u。设尖点M ∞为 y 轴

的非固有点, 任意垂直 y 轴的直线为 x 轴, 建立坐标系 Ρ6, 则曲线

k 3 的标准式为

y = ax
3+ bx

2+ cx + d (Ï )

证明　尖点M ∞ (0, 1, 0)的一次配极得尖点切线 Cx 1+ D x 2+

Gx 3= 0, 而在 Ρ6 系中M ∞的一次配极即非固有直线 u 为 x 3= 0, 比较 2 式得C = 0,D = 0。尖点

的二次配极 3B x
2
1+ 6F x 1x 3+ 6Gx 2x 3+ 3Ix

2
3= 0, 分解为 2 条重合的切线, 在该坐标系中为 x

2
3=

0。比较 2 式得: B , F , G 均为 0。牛顿标准式为 y
2= ax

3+ bx
2+ cx + d。

3　结束语

笔者对平面三次曲线牛顿分类进行了系统的研究, 确定了将曲线的一般方程变换成牛顿

标准式的变换方法和坐标系位置, 为进一步研究三、四次代数曲线分类、投影和实际应用提供

了良好的条件。分析表明: 牛顿的分类法属于仿射分类范畴, 但牛顿所提供的插图中, 却全部是

直角坐标系, 从现代的分类观点来看, 是值得讨论的。
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